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SINGULARIDAD DE SOLUCIONES DE UNA ECUACIÓN DE
KIRClllIOFF NO LINEAL CON TÉRMINO DISIPATIVO
Teófanes Quispe Méndez'
RESUMEN.- Se estudia la singularidad en tiempo finito de las
soluciones locales del problema mixto para un tipo de ecuación
de Kirchhoff no lineal con término disipativo.
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BLOW-UPOF SOLUTIONS OF A NONLINEAR KIRClllIOFF'S EQUATION
WITH DAMPING TERM
ABSTRACT.- We study the blow-up in finite time of the local
solutions to the mixed problem for a type of nonlinear Kirchhoff"s
equation with damping termo
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1. INTRODUCCIÓN
En este artículo consideramos el problema de valores iniciales y frontera
utt +a(x)ut -M( fQIV'ul2 dx )~u =f(u) en Qx[O,oo[
u = O en aQ x [ O, 00 [
u(x, O) = 110(x), Ut (x, O) = U¡ (x) en Q
(1)
(2)
(3)
donde Q es un conjunto abierto y acotado de IR.n con frontera bien regular aQ, V' es el gradiente,
¿\ el operador laplaciano, a (x) una función real no negativa para x E Q, M (s) función real
positiva para s ~ O Y f (s) función real no lineal para s E IR..
En caso n = 1, el problema (1) - (3) describe las vibraciones transversales no lineales de
una cuerda elástica fuertemente tensa entre dos puntos fijos x = O y x = L en el eje x del plano
XU. La ecuación resultante es
(
Eh fL 2 Jphu; + a(x) u, - Po + 2L o Iux I dx Uxx = f(u) en ] O, L [ x [O, 00 [ ,
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donde u = u (x, t) es el desplazamiento transversal en el espacio de coordenadas x y en el
tiempo t, P denota la densidad de masa, h el área de la sección transversal de la cuerda, Po es
la tensión inicial, E es el módulo de Young del material, a (x) se refiere al módulo de resistencia
en la coordenada x por intervención de la fuerza amortiguadora, y f (u) la fuerza restauradora.
Para el caso a == f == O, la ecuación fue propuesta primero por Kirchhoff [8), por lo que se le
denomina ecuación de Kirchhoff. Para el caso general n ~ 1, el problema (1) ~O) tiene diversas
aplicaciones, tales como por ejemplo en el área de la óptica no lineal, física del plasma, mecánica de
fluidos, etc.
Diferentes autores investigaron la solubilidad del problema (1) ~(J)¡ para diferentes condi-
ciones de las funciones a, M Y f, la dimensión n y los datos complementarios, entre ellos
podemos mencionar a Ikehata [6], Ikehata and Okazawa [7], Maciel élflQ Lima [10], Ono [12],
Cabanillas Lapa [3], [4], Aassila and Benaissa [1).
Son escasos los resultados sobre el estudio de la singularidad en ti~mpo finito de las solucio-
nes locales del problema (1) - (3) para diferentes hipótesis sobre la,~funciones a, M Y f.
Bainov and Minchev [2] investigaron la singularidad para cada pequeño entorno del
origen de coordenadas de la variable espacial cuando (Xex) ;:: O, M (s) == 1 y
f (s) = g (1 S 12 ) s, Ikehata and Okazawa [7] obtuvieron singularidad con energía
inicial positiva para el caso en que a (x) ;:: O, M (s) == a 7 2bs, f (s) = J.lS3 y
n=3 , p+l 1 12P+2Cuandoa(x)==0,M(s)=a+(p+2)bs ,f(s);;;;r s sy 1~n~3,
Carrillo Díaz [5] obtuvo singularidad con energías iniciales positiva y no positiva. Para el caso en
que a (x) = 8 constante no negativa, M (s) = a + bs' , f (s) ~ 1 S IP s y n ~ 1, Ono [12]
investigó la singularidad con energía inicial positiva y no positiva.
El propósito del presente trabajo es discutir la propiedad de singularidad en tiempo finito de
las soluciones locales del problema (1) - (3) con energía inicial E (O) <; O, E (O) = O Y E (O) > O,
cuando las funciones a, M Y f cumplan ciertas condiciones y n ~ 1. En la discusión emplea-
remos las estrategias seguidas por Ono [12] y Li and Tsai [9].
2. PRELIMINARES
Sea Q un conjunto abierto y acotado de ]Rn con frontera bien regular élQ. Denotamos el
producto interno y la norma de I3 (Q) Y I! (Q), con (.,,) y I·ILPQ' respectivamente, para
1 s P ~ oo. Además a ( . , .) y 11· 11, denotarán el producto interno y la norma de H¿ (Q) ,
donde a ( u, v) = JQ VU . Vv dx es la forma de Dirichelet.
Sea X un espacio de Banach, O < T ~ 00 y 1 ~ P ~ oo , Representamos con
L P (O, T; X) al espacio de Banach de las funciones vectoriales u:] O, T [ -7 X tales que
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son medibles y 11 u (t) Ilx E U (O, T), con la norma
-1.
11 U IILP(O,T;X) = (f: 11 u (t) II~ dt y , 1 S P < 00
11 u IlnO,T;X) = sup ess 11 u (t) Ilx ' p = =.
O<t<T
Denotamos v' = VI ' o" = V'I Y v (t)(x)= V (x,t).
Hipotesis.
Impondremos las siguientes condiciones sobre las funciones reales a (x), M (s) y f (s)
(Hl) a E W1, co (Q) que satisface
a (x) ~ 0, 'íIx E Q. (4)
(H2) M E el ( [ 0, 00 [) satisfaciendo
M (s) ~ 1110 ' 'íI s ~ 0, (5)
(6)
----
(2y + 1)M (s) ~ sM (s), 'íI s ~ 0,
donde mo y y son constantes positivas y M (s) := f: M ( ~) d~.
(H3) fE e (R) satisfaciendo
If(s)lsk¡lsIP+1 y If'(S)ls~lsIP, v s s R,
f(s) s ~ 2(2y + 1) F(s), 'íI SE lR,
(7)
(8)
donde kl y k2 son constantes positivas, y es la misma constante de (6),
F(s):= f:f(~)d~, y
2°< P S -- para n ~ 3 o P > ° para 1 S n S 2. (9)
n-2
Los siguientes resutados serán utilizados en la demostración de la parte principal del
trabajo.
Lema 2.1. (Desigualdad Generalizada de Gronwall [11]). Sea f: [0, 00 [ -7 [O, 00 [ conti-
nua, g:] O, 00 [ -7 ]O, 00 [ continua y no decreciente y sea e una constante positiva, tal
que se satisface la desigualdad
f(t)sc+J~g(f(s»ds, 'íltE [0,00[.
Entonces,
f (z) sG-1 (~) < 00, 'íI tE [O, T.],
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para cualquier número fijo T. < G (00), donde
fl dsG (t) = ~,\::I t E [ e, 00 [ .e g(s)
Más aún, si G (00) = 00, entonces
f (t) ~ e-l(t), \::It E [0,00 [.
Definición 2.1. Una función u: Q X [O, T [ -7 IR es llamada solución del problema (1) -
(3) sobre [O, T [ sí
u E e (O, T; H~(Q) n H\Q)),
u' E e (O, T; H~ (Q)) ,
Un E e (O, T; L2(Q)),
(u"'(t) ,v) + (au'(t), v) +,M (1Iu(t)ln a(u(t),v) = (f(u(t)),v),
\::IvE H~(Q) en el sentido de D'(O, T).
u(x, O) = uo(x) y u'(x, O) = ul(x).
Teorema 2.1 (Solución Local). Supongamos que las funciones a, M Y f satisfacen (4),
(5) Y (7) ,respectivamente. Si Uo E H~ (Q) n H2 (Q) y ul E H~ (Q), entonces existe un
único intervalo [O, TM [con 0< TM ~ 00 y una única solución del problema (1) - (3) sobre
Demostración. El Teorema se demuestra utilizando el método de Galerkin; el método de estimativas
de Tartar, en el cual se utiliza la inmersión de Sobolev con (9) y la desigualdad generalizada de
Gronwall; resultados de Compacidad de Lions; y finalmente el Lema de Zom. Asi se obtiene el
resultado del teorema, ver por ejemplo Quispe Méndez [13].
Observación. Supongamos que la función a satisface
a E e (0,00; WI'=(Q») y a(x, t)?: 0, \::1 (x, t) E Q X [0,00 [. (10)
Si reemplazamos la hipótesis (H1) por (10), se obtiene los mismos resultados del Teorema
2.1.
Lema 2.2 (Li- Tsai [9]). Sea y > ° y sea b (t): IR+ -7 IR+ una función de clase e: que
satisface
b"'(t) - 4(y + l)b'(t) + 4(y + 1) b(t) ¿ 0, v t ¿ O.
Si b' (O) > r2b(0), entonces b' (t) > 0, \::1t > 0, donde
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r2 = 2(y + 1) - 2~ (y + l)y
es la menor raíz de la ecuación cuadrática r2 - 4 (y + 1) r + 4 (y + 1) = O.
Lema 2.3 (Li-Tsai [9]). Sea y > O. Si J (t) es una función no creciente en [to' 00 [ , to ~ O
y satisface la inecuacián diferencial
donde a > O y b E IR, entonces existe un número real positivo T. tal que li~ J (t) = O y
I-h.
una cota superior de T. puede ser estimado, respectivamente, en los siguientes casos:
(i) cuando b < O Y J (to) < min { 1, J~l
T< 11 [ ~ ]*_to+pn ~ ,-b --ª---J(t)
-b o
(ii) cuando b = O ,
(iii) cuando b > O,
3y+l ye ( ...L)
T. ~ to + 22Y ra 1- [1 + eJ(to)r2Y ,
( J
2+.1
donde c= ~ y
3. EL RESULTADO PRINCIPAL
El objetivo central del presente trabajo es discutir la propiedad de singularidad en tiempo
finito de las soluciones delproblema (1) - (3) sobre un intervalo maximal [ O, TM [ , es decir que
una solución u del problema (1) - (3) sobre [O, TM [ tiene la propiedad
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Definición 3.1. La función energía E (t) del problema (1) - (3), se define en el espacio
H¿ (Q) por
donde
Ni(s):=S:M(~)d~ y F(s):=S:f(~)d~.
Lema 3.1. Si u es una solución del problema (1) - (3) sobre [O, TM [, entonces,
E(t) + fll Fau'('r)12 dr: = E(O), O ~ t < TM 'o E(Q) (11)
donde E (O) es la energía inicial definida por
Demostración. Multiplicando la ecuación (1) por u, integrando sobre Q y aplicando el teorema
de la divergencia, obtenemos E' (t) = O. De aqui, se obtiene el resultado.
Lema 3.2. Si u es una solución del problema (1) - (3) sobre [O, TM [ , entonces,
2[ 1 u' (tt2 Q + SIl fou' (t) 12 d'r] = ~ A" (t) + 2E (O)
L ( ) o L2(Q) 2
+ M ( 11 u (t) 11
2
) 11 u (t) 11
2
- Ni (11 u (t) 11
2
)
+ 2 tF(u(x, t» dx - (j(u(t», u(t», O ~ t < TM, (12)
M ( 11 u (t) 11
2
) 11 u (t) 11
2
+ Ni (11 u (t) 11
2
) = 2E (O) - ~ AK (t)
+ 2SQF(u(x, t» dx + (f(u(t»), u (t))
-2f/lfou'('r)12 d'r,O::;t<TM,o L2(Q) (13)
donde
A(t): = 1 u (t) 122 + fll fou' ('r)12 d.: + (Yo - t) I fouol2 ~ O, (14)L (Q) o L2(Q)
y To es una constante positiva que será determinado más adelante.
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Demostración. Derivando (14) una y dos veces, obtenemos
A'(t) = 2[ (u'(t) , u (t» + f~(au'('t), u (r) d't] (15)
y
A" (t) = 2[ 1u' (t)1~2(Q) - M (11 U (t)112) 11u (t)112 + (f (u (t», u (r) ] . (16)
De (11) Y (16), se obtiene (12). También de (11) y (16) resultan, respectivamente,
M ( 11U (t)112) = 2E (O) + 2 f Q F (u, (x, t» dx
- 2 fl I fou' ('t)12 d't -1 u' (t)122 "o f L2(Q) L (•• )
y
M (11 U (t)112 ) 11U (t)112 = 1u' (t)I~2(Q) + (f (u (t» , u (t» - iA" (t) ..
Sumando estos dos resultados, se obtiene (13).
Lema 3.3. Supongamos que las funciones a, M Y f satisfacen (4) , (6) Y (8). Si u es una
solución del problema (1) - (3) sobre [O, TM [ y uno de los siguientes casos se satisface:
( i ) E (O) < O ,
(ii ) E(O)=O y A'(O) >0,
(iii) E(O) > O Y A(O) > [ 2 (y + 1)- 2 ~ (y + 1) y] [ A(O) + (1\2~ yE(Ol
donde
entonces
(17)
donde i; :=max { A' (O) ., O} en el caso (i) y to: = O en los casos (ti) e (iii).
4(1 + 2y) E (O)
Demostración. Para y > O, definamos la función
J(t):= [A(t)r, 'í/tE[O,TM[. (18)
Donde A(t) está definida por (14). Derivando (18) una y dos veces, obtenemos
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r (t)= - y [ A (t) tY+1) A' (t) (19)
y
r c, = Y[A(t)tY+2)[ (y + 1) [A'(t)]2 - A(t) A"(t)]. . (20)
De (15) por la desigualdad triangular y la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se obtiene
De (20) Y (21), se tiene
r(t) S -y [A(t)tY+l) K(t). (22)
Donde
Por (12) Y (13) , obtenemos
K (t) = - 4 (2y + 1) E (O) + 2 [(2Y + 1) ¡;¡ (11 U (t)112 )
- M ( 11U (t)112) 11U (t)112 ] + 2 [(f (u (t), u (t))
- 2(2y + 1) fQF(u (x, t))dx] + 4y fll jau'('t)12 di.o L'(Q) (24)
Por (6) Y(8), de (24) , resulta
A" (t) - 4(y + 1) [1 u' (t) 1:2(Q) + f~I J(Xu' ('t(2(Q) dx ]
:2: -4(2y + 1) E (O).
(25)
Ahora vamos a considerar tres casos diferentes de acuerdo al signo de la energía inicial
E(O).
( i ) Si E (O) < O, por integración de (25) , resulta
A' (t) 2: A' (O) - 4 (2y + 1) E (O) t, para t 2: O .
Asi tenemos A' (t) > O, para t > to' donde
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{
Al (O) )t:=max O.
o 4(1 + 2y) E(O) ,
(ii ) Si E (O) = O y A' (O) > O, entonces AH (t) ~ O, para t ~ O. Integrando, resulta
A' (t) > O, para t > O .
(iii) Si E(O) >O Y A' (O) > r2 [A(O) + (2y + 1) E(O)] , donde r2: = 2(y + 1) ~ 2~ (y + l)y.y+1
De (15) , por la desigualdad triangular y la desigualdad de Cauchy - Schwarz, resulta
A' (t) ~ A(t) + I u' (t(2(Q) + fll fou' (1:)12 dx.o L2(Q) (26)
De (25) Y (26) , se tiene
A"'(t) - 4(y + 1)A'(t) + 4(y + 1) A(t) + 4;(2y + 1) E(O) ~ O.
Definimos la función
b(t): = A(t) + (1 + 2y) E(O) , para t ~ O.
1 + Y
Entonces b (t) satisface las condiciones del Lema 2.2. Así se tiene A' (t) > O , para t > O.
Teorema 3.1 (Singularidad de Soluciones). Supongamos que las funciones a, M Y f
satisfacen las hipótesis (HI), (H2) Y (H3), respectivamente. Si u es una solución del proble-
ma (1) - (3) sobre [O, TM [ con datos iniciales Uo E H~ (Q) n H2 (Q) Y u¡ E H~ eQ) sa-
tisfaciendo uno de los siguientes casos:
( i ) E (O) < O,
(ii ) E(O) = O Y A'(O) > O,
(iii) [A'(O)t > E(O) > O Y A'(O) > r
2
[A(O) + (1 + 2y) E(O)] ,
SACO) y + 1
entonces TM < 00 y lim A(t) =00. Además, el tiempo finito TM es estimado, en el caso (i),
I-tTM
(27)
Además, si J (to) ,; min { 1,[~lentonces
T < 1 1 ( .[i J
M - to + FE n .[i .-b ...fl...--J(t)
-b o
(28)
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En el caso (ii),
(29)
En el caso (iii),
TM ~ to + 2
3
;;' fa (1 - [ 1 + el (to) r+r) .
Aqui e: = ( ~r~con a:= y' [ A(to) T"'''' ([A' (to) J' - 8E (O) A(to») y b: = 8y' E (O).
(30)
En el caso (i), to: = max { A' (O) , O} Y to: = O en los casos (ii) y (iii).4 (1 + 2y) E(O)
Demostración. De (22) y (25), resulta
r u,~4y(2y + 1) E(O) [A(f)r<Y+]l, para t ~ fo . (31)
Por (17) Y (19), se tiene
J' (t) < O, para t > fo .
Multiplicando (31) por J' (t) y luego integrando de fo a t, se obtiene
(32)
donde
a: = [J'(t)t - 8y2 E (O) [l(to)t+*
= y2[ A (to)r2(Y+ll ([ A' (to)T - 8E(0) A(to»)
y
b: = 8y2 E(O).
[ A'(to) T
Observemos que a > O si y sólo si E (O) < 8 A (O)
En el caso que E (O) < O, por (22) y (25), se obtiene la singularidad y la estimativa del
1 (to)
tiempo finito TM ~ to - -, -. Para los demás casos, por (32) y Lema 2.3, se obtiene los
1 (to)
resultados del teorema.
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Para terminar la prueba, debemos elegir la constante positiva To de (14) tal que satisfaga
(27),
Para (28),
J(t,)'; min{ 1,JI} y t, +R In
Para (29),
J (to)
t ---<T
o r (to) - o·
Para (30),
Finalmente, se concluye la demostración.
Comentario. La aplicación del Lema 2.3, permite estudiar la singularidad en tiempo finito de las
soluciones, de una variedad de ecuaciones diferenciales de evolución.
En el futuro,sería interesante estudiar la singularidad en tiempo finito de las soluciones, del
problema mixto asociado a la ecuación diferencial no lineal
donde a(x,t) es una función real no negativa para (x, t) E Q x [0,00 [, g (s) y f (s)
funciones reales que satisfacen ciertas condiciones para s E IR, Y M (s) función real positiva
para s ~ O.
En conclusión el Teorema 3.1, en cierta manera generaliza los resultados mencionados en la
introducción, aunque las estimativas del tiempo finito TM no son las óptimas.
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